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Abstract: This paper deals with invariant transformations of the triangular norms. We bring examples
of transformation of Frank’s and Yager’s t-norms by the diagonal functions. We also determine con-
ditions of invariant transformation with the diagonal and the general bijective functions for triangular
norms with specific properties.
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UvVoD

Trianguldrni norma (zkracené t-norma) je binarni komutativni, asociativni a monoténni operace s okra-
jovou podminkou na jednotkovém intervalu, kterd se uplatfiuje v riiznych odvétvich matematiky. Tri-
angularni normy byly uvedeny v teorii pravdépodobnostnich metrickych prostord, ale pouZivaji se
i napriklad ve fuzzy mnozinach a fuzzy logice, kde zobecnuji operaci logické konjukce [1].

Trianguldrni normy mohou byt generovany rozlicnymi zpdsoby. V tomto ¢lanku uvaZujeme gene-
rovani pomoci transformace existujici t-normy [2]. Vysledna (transformovand) t-norma Ty je ddna
predpisem:
min{x,y pokud max{x,y} =1,
To(x,y) = { (_1{) T} ak {x.}
¢ V[T (o(x),0()]  jinak,

kde T je t-norma a () je pseudoinverzni funkce k funkci ¢ : [0, 1] — [0, 1], coZ je monoténni zobec-
néni klasické inverzni funkce. Hlavnim cilem tohoto ¢lanku je studium situaci, kdy je transformace
invariatni vi¢i pavodni t-normé.

Pro uplné porozuméni se predpoklada znalost triangularnich norem, jejich vlastnosti a zptisob jejich
reprezentace pomoci aditivnich generatort.

PRIKLADY TRANSFORMACI POMOCI DIAGONALNICH FUNKCI

Nejprve si uvedeme definici diagondlnich funkci t-normy. Jak si ukdZeme ddle, tyto funkce hraji pfi
invariatni transformaci dtileZitou roli.

Definice 2.1. /1] Necht' T : [0,1]*> — [0, 1] je t-norma. Potom funkci 8, : [0,1] — [0, 1] definovanou
Jjako

di(x)=x, &,11(x)=T(8,(x),x), proxe][0,1],neN,
nazyvdme diagondlni funkci t-normy T. Ddle mnoZinu vSech diagondlnich funkci t-normy T oznacu-
jeme Ay = {9, :n € N}.

V nasledujicich prikladech je ukazéana invariatni transformace tfidy Frankovych a Yagerovych trian-
guldrnich norem [1] pomoci jejich diagonélnich funkci. Budeme tedy uvazovat, ze ¢ = §,,Vn € N.



Priklad 2.1. Tt{da Frankovych t-norem je ddna pfedpisem:

Ty (x,y) pokud p =0,
- Tp(x,y) pokud p =1,
Tp (x,y) = Tp(x,y) pokud p = H-oo,
log, (1 + %) jinak.

Diagondlni funkce Frankovych t-norem jsou tedy dany predpisem:

X pokud p =0,

XN kud p =1

5 (0= pokud p )
n,p max{0,nx—n+1} pokud p = oo,

log,, (1 + (;p:)l,,):) jinak.

Neni obtizné dokdzat, Ze transformace libovolné TpF odpovidajicimi diagondlnimi funkcemi je inva-
riatni. Dal$im prikladem bude transformace Yagerovych t-norem.

Priklad 2.2. Ttida Yagerovych t-norem je ddna predpisem:

Tp(x,y) pokud p =0,
pr(x,y): max{O,l—((l—x)”—i-(l—y)”)ll’} pokud 0 < p < oo,
Ty (x,y) pokud p = +oo.

Diagondlni funkce Yagerovych t-norem jsou diny predpisem:

| x] pokud p =0,
SZyp(x) = max{O,l —(n(1 —x)p)%} pokud 0 < p < oo,
X pokud p = H-oo.

Pii transformaci Yagerovych t-norem odpovidajicimi diagonalnimi funkcemi opét vznikne pivodni
t-norma.

HLAVNI VYSLEDKY

Tvrzeni 3.1 (Nutnd podminka invariatnosti). Necht' T : [0,1]> — [0,1] je t-norma, 8,(x) jsou jeji
diagondlni funkce a ¢ : [0, 1] — [0, 1] je neklesajici surjektivni funkce. Potom pokud je @-transformace
invariatni vici t-normé T, potom @ 0 §,(x) = 8, 0 @(x) pro kaZdé x € [0,1],n € N.

Diikaz. Vzhledem k tomu, Ze ¢ je neklesajici surjekce, ptivodni t-norma vznikne praveé tehdy, kdyz
O(T(x,y)) =T (9(x),0(y)). Tedy i 90§, (x) = &, 0¢(x) pro viechnax € [0,1] an € N. O

Tvrzeni 3.2. Necht' T : [0,1]? — [0,1] je strikini t-norma. Ddle predpokldddme funkci @ : [0,1] —
[0, 1]. Potom pokud @ € Ar, potom @-transformaci vznikne piivodni t-norma.

Diikaz. Vzhledem k tomu, Ze funkce ¢ je bijekce, plati @(Ty(x,y)) = T(9(x),9(y)). Podle pfedpo-
kladu, Ze ¢ € Az, budeme déle psat jen 8,(Ty(x,y)) = T(8,(x),8,(y)), pron € N. Diikkaz, Ze T, = T,
provedeme indukci podle 7.



1. Pro n =1 je rovnost splnéna trividlné. Pro n = 2 budeme piedpokléddat spor, Ze existuji néjaké
(x0,0) € [0,1]? takové, Ze T (x0,y0) # To(x0,y0). Potom ale

T(T (x0,0),T (x0,50)) = 82(T (x0,y0)) # T (82(x0),82(y0)) = T (T (x0,0), T (x0,0)),
coZ je spor (v predchozim kroku jsme vyuZili asociativnosti T a toho, Ze funkce &, ! je ostfe
rostouci). Tedy Ty, = T pro transformaci funkeci 6,.

2. Nyni predpokldddme, Ze rovnost plati pro 9y, ..., 0, a dokdZeme, Ze plati i pro 8, .

To(x,y) = 8,11 (T(81+1(x),8:1(9)) = 81 (To(%,3)) = T (81 (%), 801 () =
T(8n(To(x,3)), To(x,)) = T (T (84(x),x), T (3n(y), ¥))-

Podle indukéniho pfedpokladu a z asociativnosti t-normy 7 dédle plyne

T(T (8(x),84(y)), To(x,)) = T(T (8n(x),84(y)), T (x,y))-

Vzhledem k tomu, Ze T je strikn€ rostouct, plati Ty = T

Transformaci diagondlni funkei vznikne tedy ptivodni t-norma. 0

Tvrzeni 3.3. Necht' T : [0,1)> — [0, 1] je spojitd archimedovskd t-norma a f : [0,1] — [0,0] je jeji
aditivni generdtor. Ddle uvaZujme bijektivni funkci @ : [0,1] — [0, 1]. Potom @-transformaci vznikne
puvodni t-norma pravé tehdy, kdy? existuje o > 0: o f (x) = f o @(x) (Schroderova rovnice).

Diikaz. (<) Transformovana t-norma Ty, je déna pfedpisem

To(x,y) = @ ' [T(9(x),0(»))] = ¢ ' o/~ (min{f o p(x) + f o (), £(0)})-
Vzhledem k tomu, Ze T, je opét spojitd archimedovska t-norma, je jeji aditivni generdtor dén pfedpi-
sem g(x) = fo@(x). Také ale existuje o > 0, takové, Ze g(x) = of (x), tedy f a g se lis pouze kladnou
multiplikativni konstantou. Generator g je tedy také generator t-normy 7" a tim padem T, =T

(=) Nyni pfedpoklddame, Ze plati To(x, y) T (x,y), pro kazdé (x,y) € [0, 1]? tedy
To(x,y) = 0~ [T(0(x), ()] = T (x.y).

Aditivni generdtor t-normy 7, je dan predplsem g(x) = fo@(x), ale vzhledem k tomu, Ze se obé
t-normy rovnaji, musi existovat n&jaké o > 0 takové, Ze fo@(x) = o f(x). O

Vsechny bijektivni funkce na jednotkovém intervalu @, pfi jejichZ transformaci dané t-normy T
vznikne ptivodni t-norma, tvoii grupu automorfismi Aut(7). Tvrzenim 3.3. se ndm tuto grupu pro
archimedovské t-normy podafilo klasifikovat.

4 ZAVER
V tomto pfispévku jsme ukdazali, Ze transformace diagondlnimi funkcemi jistych trianguldrnich norem
je invariatni. Ddle se ndm podafilo ur¢it podminky, pfi kterych transformaci vznikd ptivodni t-norma.

Dokazali jsme také spojitost mezi invariantnosti a aditivnimi generatory. V dal§im pokracovani prace
bychom se rddi zabyvali invariatnosti transformaci uninorem, které zobeciiuji trianguldrni normy.
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