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Abstract: The Nyquist theorem is the main pillar of the traditional digital signal processing approach.
It states that the sampling rate must be at least twice the maximum frequency present in the signal
to guarantee perfect signal reconstruction from the sequence of its samples. In practice, we often
compress the signal right after the sampling process to reduce the data size — so the irrelevant part of
the information is immediately discarded. The novel compressive sampling approach is not limited
to the frequency domain, it provides a new look on the signal by using an arbitrary basis. If we find
a basis in which the signal is sparse, it is possible to take a small number of samples and reconstruct
the signal successfully (i.e. further compression is not necessary).
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UvVoD

A7 doneddvna bylo v oblasti zpracovani signalii povazovano za samoziejmé, Ze je nutné signal vzor-
kovat s frekvenci nejméné dvakrat vyssi, nez je nejvyssi frekvence v signdlu obsaZena. Toto pravidlo
zname pod nazvem Nyquistliv teorém. Takto navzorkovany signal ale klade vysoké ndroky na kapa-
citu paméti a proto je Casto ihned komprimovan za vyuziti vlastnosti lidskych smysli (zraku a slu-
chu) a ze signdlu je odstranéna ¢4st informace tak, abychom nepoznali rozdil mezi komprimovanym
a origindlnim signdlem. Napfiklad u formétu JPEG se provadi nad ¢4stmi obrazku diskrétni kosinova
transformace (resp. vinkova u JPEG 2000) a ziskané koeficienty se kvantuji nebo viibec neuchovavaji.
Format MP3 pak na zakladé psychoakustického modelu za vyuZiti principti casového a frekvencniho
maskovéni odebira informace, které ¢lovék bud’ viibec neslysi, nebo je nevnima.

Tento model je sice funk¢ni, ale plytvd nékdy pomérné drahymi prostiedky. Vyrazné odlisny pfistup
je zvolen v piipadé compressive sampling (komprimujici vzorkovani). Princip spociva v rozsiteni po-
hledu na signél o dalsi oblasti, neomezuje se tedy pouze na asovou a frekvencni oblast. Komprimace
signdlu je jiz integrovdna v samotném snimani, je snimdno pouze tolik informace, kolik je skutecné
potfeba. Tim jsou uSetfeny prostfedky pfi ziskdvani signdlu, ale na druhou stranu je potfeba vyuZzit
sofistikovanych a ¢asové naroénych matematickych metod k jeho rekonstrukci.

ZAKLADNI POJMY

Pfed formalnim popisem problému compressive sampling je nutné uvést nékteré zakladni pojmy.
V této praci se omezime na vektorové prostory konecné dimenze [4].

Definice 1. [,-norma vektoru x € CN je definovdina jako
N 1/p

el = X ll” ) 0<p<es, lellg := {7+ x; # 0} ]. M
i=0



O normu se ale jednd pouze v piipadé 1 < p < o. Pro 0 < p < 1 neplati trojihelnikovd nerovnost,
takZe se jedna o kvazinormu, [y navic neni pozitivné homogenni, tudiZ se nejednd ani o kvazinormu.
Pro zjednoduSeni se tato skuteCnost béZné zanedbdva a pro vSechna 0 < p < oo se pouZivd ozna-
Ceni [,-norma. Pro lepsi pfedstavu o jednotlivych normdch pouZivdme zobrazeni jednotkovych kouli.

Jednotkova koule BY v normé [, je definovana jako BY := {x e CV |Ixll, < 1}.

Kli¢ovym pfedpokladem v oblasti compressive sampling je tzv. Fidkost vektoru. Z pozorovani vy-
plyva, Ze mnohé redlné signdly Casto maji fidkou reprezentaci v ur€ité bazi (napf. vinkové trans-
formace), coZz znamend, Ze se daji velmi dobfe (s malou chybou) aproximovat bazovymi vektory
nasobenymi vektorem soufadnic, ktery ma vétSinu prvki nulovych [3]]. Vektor x nazveme k-fidkym
(k-sparse), pokud platf ||x||, < k, tzn. pocet jeho nenulovych prvki je nejvyse k.

REKONSTRUKCE

Nyni je mozné formdlné popsat problém, kterym se budeme zabyvat. Pfedpoklddejme, Ze vektor
x € CN je k-fidky, vektor namé&fenych hodnot oznaéme y € C™. Matici A € C™N nazveme méfici
(measurement matrix). V nasledujicim textu se budeme zabyvat optimalizacni Glohou

min ||x||[p vzhledlemk Ax=y (P1)

a také pozadavky kladenymi na A, které zaru¢i moZnost rekonstrukce x z y.

Slovné by se dala tato dloha popsat jako hledani nejfidSiho feSeni soustavy y = Ax. Ndsobeni vekto-
ru x € CN matici A € C™V piedstavuje sejmuti m ,,vzorkd* signdlu x. Pfitom nds zajima piipad
m < N, kdy je signdl silné podvzorkovéan. Soustava je nedourdend (obsahuje vice nezndmych nez
rovnic) a moznych feseni je tedy nekonecné mnoho. Pokud ale vime, Ze vektor x je k-fidky, je mozné
za urcitych podminek rekonstrukci provést.

Vzhledem k vlastnostem /y-normy je zdkladni problém (PI)) NP-tézky a tedy nefeSitelny pro tlohy
vétsiho rozsahu. Lze ale ukézat, Ze pro vhodné zvolené méfici matice A se da problém pievést na

min|[x|; vzhledemk Ax=y (P2)

\|% \T Ax=y L Ar=y
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Obrazek 1: Nafukujici se koule v normach ly, /; a [, a jejich dotyk s nadrovinou Ax =y

Tato uloha je jiz konvexni a feSitelnd fadou efektivnich algoritmd, ekvivalentni tlohou je linedrni
programovdni [2]. Musime ovSem zajistit, aby vysledek minimalizace podle dlohy (P2)) byl shodny
s vysledkem minimalizace podle dlohy (PI]). Na obrizku[I]je zndzornéna minimalizace ve tfech nor-
madch (zleva ly, [ a l5). Je na ném vidét, Ze vysledek [p-minimalizace je stejné ,.fidky* jako vysledek
[1-minimalizace, zatimco vysledek /;-minimalizace jiz fidky neni. Diivod je zfejmy — Fidké feSeni
lezi (v tomto pfipadé dvourozmérného prostoru) na osdch soufadného systému. Kdyz si pfedstavime
l1-kouli, jak se nafukuje, ziejmé se nejprve dotkne nadroviny Ax = y vrcholem (tedy v ose soufad-
ného systému). Oproti tomu /-koule, kterd odpovida feSeni s minimalni energif, se dotkne mimo osu
a feSeni pak neni fidké.



Ale i v pripadé /| -koule se mtize vyskytnout komplikace — pokud
bude nadrovina Ax = y rovnobéZna s hranou (resp. nadplochou)
l1-koule, potom bude moznych feSeni nekoneéné mnoho a bude
zalezet na zvolené numerické metode, ke kterému feSeni se pfi-
kloni. ReSitelnost /;-minimalizace tedy neni v rozporu s vysokou
naro¢nosti tlohy /p-minimalizace. Shodnost vysledkil je totiz za-
rucena jen pro omezenou podmnoZinu matic A a vektort y [3].

O tom, zda bude feSeni tlohy (P2) shodné s (PI), rozhodujf
kromé fidkosti snimaného vektoru x predevSim vlastnosti rekon-
strukéni matice A. Ty lze vySetfovat nékolika vlastnostmi — Null
Space Property, Restricted Isometry Property, Spark a také vzd-
jemnou koherenci [3l]. V principu je nutné konstruovat méftici
matici A tak, aby se svymi vlastnostmi co nejvice blizila orto-
normdlni bézi. ProtoZe se ale jednd o obecny systém N gene-
ratordt m-rozmérného prostoru, nemohou byt v§echny sloupce li-
nedrné nezévislé. Lze ale ukézat [3]], Ze staci, aby kaZzdd podma-
tice sloZzend z nejvyse k sloupcti byla dobie podminéna.

Obrazek 2: Vysledek simulace —
relativni Cetnost uspé$né rekon-
strukce v zdvislosti na mife pod-
vzorkovani (x: m/N) a fidkosti
signalu (y: k/m); Cervend ~ 100 %

V soucasné dob¢ jsou znamy pouze stochastické matice spliujici

tato kritéria. Usp&iné lze vyuZit matice s Gaussovym nebo Bernoulliho rozloZenim. D4 se navic ukazat
[3]], Ze rekonstruk¢ni vlastnosti matic s timto rozloZzenim jsou invariantni vic¢i unitarni transformaci
(U € CV*N), Rekonstrukén{ dloha pak bude podobna: min ||z||; vzhledem k AUz = y, potom x = Uz.

4 ZAVER

Teorie compressive sampling byla ovéfena v prosttedi MATLAB, kde byla simulovéna tzv. one pixel
camera (kamera slozend z jediného snimaciho bodu a pole mikrozrcétek, které odrazeji svétlo bud’
do snimace nebo mimo né&j [1]]). Rekonstrukce byla provedena pfevedenim /;-minimalizace na dlohu
linearniho programovani. Méfici matice byla generovana s Bernoulliho rozloZzenim. Z grafu na ob-
rdzku[2|je patrné, Ze pro uspéSnou rekonstrukci podvzorkovaného signélu je nutné, aby byl dostate¢né
fidky. Rekonstrukce je také do jisté miry odolnd vi¢i Sumu, signdl tedy nemusi byt fidky ve striktnim
smyslu, jak bylo definovano vyse, miize obsahovat malé hodnoty ve vSech prvcich.

Presto, Ze je compressive sampling novinka v oblasti zpracovani signald, ve sveté se jim jiZ seri-
6zné zabyva velké mnoZstvi védeckych tymd. Zacinaji se objevovat i praktické aplikace, mezi nimi
napf. rekonstrukce obrazu z nukledrni magnetické rezonance (NMR) (niZ$i pocet méfeni zrychluje
proceduru a tim se snizuji naroky kladené na pacienta), inpainting (obnova poskozenych snimki),
levn&jsi kamery pracujici v neviditelné oblasti spektra a dalii. Jind je situace v Ceské republice — tato

prace je teprve jedna z prvnich.
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