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ABSTRACT

The paper deals with stationary wave equations for dielectric waveguides. The initial-
boundary value problem for half-infinite region is solved. The (x,y) cross section is constant
for each value of variable z > 0. The problem is solved using the Fourier method. The special
cases of radial cross sections are considered.

1 UVOD

Tato praca prezentuje rieSenie vinovych rovnic pre dielektrické vinovody. Budeme nad-
vézovat’ na pracu [3], kde boli odvodené niektoré matematické modely $irenia vin a ich met6-
dy rieSenia. My sa zameriame na rieSenie metodou zovSeobecnenych Fourierovych radov.

Z matematického hladiska je dielektricky vlnovod mnozina Q v priestore R® tvaru
Q=0Qx(0,:0), kde Q R’ je ohrani¢ena oblast’ bodov (x,y) apremennd z e (0,00) vyja-
druje $irenie elektromagnetickych vin vo vlnovode. Pri odvodzovani vinovych rovnic sa vy-
chadza zo Styroch zékladnych Maxwellovych rovnic.

2 ROZBOR

Pouzitim zndmych vztahov na rozlozenie zdrojov elektrického pola E a magnetického
pol'a H dostaneme vlnové rovnice pre nehomogénne prostredie tvaru:

OE(r, t O°E(r,t E(r,t)grade(r
VZE(r,t)-pu ét )—su 6‘[(2 ):—grad% (2.1a)
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V2H(r,t)-pu oH(r. ) —Eu 0'H(r.1) = —f,(r).gradL x rotH(r, t) (2.1b)
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Vidime, Ze vlnové rovnice su parcidlne diferencidlne nehomogénne rovnice druhého radu. Ich
rieSenie je znacne komplikované a preto predpokladame rézne zjednodusenia. Vzhl'adom na



oddelenost’ zloziek E a H budeme sa d’alej zaoberat’ len intenzitou elektrického pol'a. Bezne
sa pouzivaju materialy, ktoré moZeme povazovat za bezstratové => p =0, s konStantnou per-

meabilitou p a s nehomogénnou permitivitou s(r). Zaroven predpokladédme, ze permitivita je
longitudinalne nezavisla, teda a(r) = s(x,y). Uvazujeme iba pripad Sirenia monochromatickej
elektromagnetickej viny v komplexnej reprezentacii:

E(r, )= E(r)e ™ 22)

Potom mo6Zeme vinovu rovnicu prepisat’ do komplexného tvaru:
E(r).Vs(r)

)

pricom [ =,/ ua(r) ,aclen e je vynechany, lebo sa nachadza vo v§etkych ¢lenoch rovnic.

VZE(r)+B’E(r)= -V (2.3)

VInové rovnice vedu k ich uplnému vektorovému rieSeniu. Toto presné rieSenie je vSak po-
merne zlozité. Pre mnohé Struktury je mozné dosiahnut’ vysledky s dostato¢nou presnost'ou za
pouzitia kvazivektorového (semivektorového), alebo skaldrneho priblizenia. Na uplné riesenie
vektorovej vlnovej rovnice je potrebné urcit’ vSetky tri zloZky intenzity elektrického pola Ey,
E, a E,. Kazda $truktura, ktord zodpoveda predchadzajucim predpokladom je Gplne urcena I'u-
bovol'nymi dvoma zlozkami intenzity elekrického pol'a E, ¢o sa javi ako vel'ka vyhoda pri nu-
merickom rieSeni vlnovych rovnic. Ak teda pozname zloZky elektrickej intenzity E, a Ey, lon-
gitudinalna zlozka vektora intenzity elektrického pol'a E, sa urci zo Stvrtej Maxwellovej rov-
nice. VInova rovnica ma potom v zlozkovom tvare podobu:
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V Struktirach s malym indexom lomu je vplyv viazanej polarizacie vel'mi slaby. To umoziuje
zanedbat’ vizobné Cleny vinovej rovnice a zaroven zanedbame Cleny s parcialnymi derivacia-
mi g, pricom E=E _=E . Vlnové rovnice prejdi na ich najjednoduchsi zépis, ktory je tiez
znamy ako Helmholtzova rovnica:
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V praci [3] je uvedenych niekol’ko metdd rieSenia rovnice (2.5). RieSenie tejto rovnice je
v pripade dielektrickych Struktur I'ubovolného prierezu dost’ zlozité. My uvazujeme dielek-
tricky vlnovod kruhového prierezu. Potom Helmholtzova rovnica s vyuZitim cylindrickych
suradnic (r, o, z) prejde do tvaru:

18( an 1 0°E O°E

et +—+B’E=0, (r9,2)eQ=(0,p)x(0.21)x(0,0) (2.6)
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Ked’ze riesenie tejto rovnice predpokladame radidlne symetrické, bude intenzita elektrického
2

: 1 . -
pola E(r, (p,z) nezavisla od ¢ a z toho vyplyva, Ze ¢len — v tejto rovnici vypadne, lebo
r

2

je rovny nule. RieSime parcidlnu diferencialnu rovnicu druhého radu tvaru:

1o( 6E\ 0°E _,
——|r— |+ +B°E=0, O<r<p, 0O<z<ow, 2.7
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s okrajovymi podmienkami:



E(r,0)=E,(r), 0<r<p, (2.8)
E(p,z)=0, 0<z<oo. (2.9)
Najvicsou tazkostou riesSenia tejto ulohy je, Ze nevieme ako sa sprava funkcia E(r,z), ked’
premennd z konverguje do . Jednou z metdd rieSenia je, ze predpokladame ohranicenost’

v okoli nekonecna:
|E(r, Z] < o, (r,z) eP, kde P= (O,p)x (O,oo) (2.10)

3 RIESENIE HELMHOLTZOVEJ ROVNICE METODOU PARABOLICKEJ
APROXIMACIE

Rovnicu (2.7) s okrajovymi podmienkami (2.8), (2.9), (2.10) budeme riesit’ metodou pa-
rabolickej aproximdacie podobne ako v [1]. Na rovnicu (2.7) teda aplikujeme jednoduchu
transformaciu:

E(r,z) elkz\y(r z) 3.1
kde w(r, Z) je pomaly sa meniaca funkcia, tzv. obalkova funkcia a k > B(r) je ubovol'ne voli-
tel'na konStanta a plati:

E(r,0)=E,(r)= y(r,0) = y,(r) (3.2)
Clen (3.1) dvakrat zderivujeme podl'a premennej z:
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Dosadenim do povodnej rovnice dostavame:
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Metoda rieSenia parabohckou aproximaciou spociva v tom, Ze v rovnici (3.4) zanedbdme c¢len
2 2
e pretoze predpokladame, ze (Z—\y << 2k6—w, a zaroven zvolime k = . Potom dostane-
Z z Z
me rovnicu parabolického typu:
2
0 ‘2"+1a—“’+21k8—“’=0, (3.5)
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pricom aj tu plati vzt'ah (3.2). RieSenie vyjadrime v tvare:
y(r,z) = R(r)Z(z) (3.6)
Dosadenim do (3.5) dostaneme:
R"Z+ Rz +2ikR.Z'=0 (3.7)
r
Po vydeleni ¢lenom R.Z a separdciou premennych dostaneme:
R"+— R
ro_ 2ik.Z _ (3.8)
R Z

Pretoze funkcie na l'avej a pravej strane poslednej rovnosti maju rdézne premenné a rovnost
plati na celom kruhu €2, musia sa obe strany rovnat’ kons$tante, ktor ozna¢ime —A. DalSou 0-
pravou dostaneme dve separované diferencialne rovnice:

R"(r)+ L(r) +AR(r)=0, O<r<p (3.9
r



R(p)=0, [R(0)|<oo (3.10)

2ik.Z'(z)-1Z(z)=0, 0<z<o (3.11)
Po vynasobeni rovnice (3.9) ¢lenom r” dostdvame:
r’R"(r)+ rR'(r)+ Ar’ R(r)=0 (3.12)

0

Z tedrie Besselovych funkeii ([2]) vieme, Ze existuje postupnost’ vlastnych hodnot {Km}
a vlastnych funkcii {R, }”_, ulohy (3.12), (3.10) tvaru:

R, = Aot + BN (anr) m=12,.., (3.13)
¢o je vlastne vSeobecné rieSenie ulohy pre R(r), kde J, je Besselova funkcia prvého druhu

m=1

nultého radu, N, je Besselova funkcia druhé¢ho druhu nultého radu a A _,B, st I'ubovolné
konStanty. Z podmienky |R(0)| <o vyplyva B, =0. Z vlastnosti Besselovych funkcii je totiz
funkcia NO(\/K r) neohrani¢ena v okoli bodu \/K r=0, atak B, =0. Zpodmienky
R(p): 0 dostdvame podmienku pre vlastné hodnoty J O(pm): 0, kde p_, = \/K p je m-ty

koren Besselovej funkcie J,. Vlastné hodnoty maju potom tvar:

2
. :(“—m] , (3.14)
P
a vlastné funkcie ulohy (3.12), (3.10) maj tvar:
Rm(r):JO(u—mr], (3.15)
P

pricom sme zvolili konStantu A =1. Po vydeleni rovnice (3.11) ¢lenom 2ik a dosadeni
vlastnych hodnot dostavame diferencidlnu rovnicu prvého radu:

z;(z)+i(“?mj .izm(z): 0, (3.16)

ktorej rieSenim je funkcia:

Z,(z)=Ce "7, (3.17)
kde Cp, je 'ubovol'na konstanta. Vyjadrime rieSenie v tvare funkcionalneho radu:
® —i%iz
y(rz)=>Ce 7™ J{“—mr] (3.18)
m=1 p

Koeficienty C_ ur¢ime tak, aby bola splnena zaciatocna podmienka pre z = 0. Z vlastnosti
Besselovych funkcii ([2]) m6zeme funkciu (r) rozvinit’ do Fourierovho radu podla Besse-

lovych funkeii J O(M—m rj. Koeficienty C_ Fourierovho rozvoja dostaneme pomocou vzorca:
p

p
C. :sz.r\uo(r)%(“—mr]dr (3.19)
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Normu vo vztahu (3.19) mozno prepisat’ do jednoduchsieho tvaru:




2 p
=2n rJé(u—mrjdr (T (3.20)
p

0

JO(H—mr]
p

kde J, je Besselova funkcia prvého druhu prvého radu. Po dosadeni vztahu (3.19) a (3.20) do
(3.18) dostaneme rieSenie:

p
. j2r\p0(r)J0[umrjdr s
y(rz)=32 P/ v JO(”—mrJ (3.21)

m=] p2J12 (M m ) P
Dosadenim vztahu (3.21) do (3.1) dostavame celkové rieSenie Helmholtzovej rovnice (2.6):

p
J-rEo(r)JO(um rJdr 2
0 p — —
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O<r<p, O<z<ow (3.22)

4 ZAVER

V praci sme sa zaoberali matematickym modelom §irenia elektromagnetickych vin vo vI-
novode kruhového prierezu. Problém bol radialne symetricky a po transformadcii na cylindric-
ké suradnice mala hl'adana funkcia elektrickej intenzity §irenia elektromagnetickych vin tvar
E(r, z), 0<r<p,0<z<oo Problém sme riesili zovSeobecnenymi Fourierovymi radmi podla
Besselovych funkcii nultého radu prvého druhu. Z predchadzajuceho postupu je vidiet', Ze
pouzitie parabolickej aproximacie ma opodstatnenie iba za tychto predpokladov:

1. funkcia \y(r, z) musi byt’ relativne pomaly sa meniacou funkciou v smere Sirenia

2. k musi byt dostato¢ne vel'ké, aby bolo mozné ¢len s druhou derivaciou v smere Sirenia za-
nedbat’ (v optoelektronike je to radovo 10°m™).

Ked’Ze obidve podmienky st v optoelektronike pomerne jednoducho splnitel'né, parabolicka
aproximacia sa uspesSne pouziva na rieSenie optickych vilnovodov. Pouzitim parabolickej a-
proximacie sa zna¢ne zjednodusilo zaddvanie okrajovych a zaciatoénych podmienok. Ak sa
vySetruje Sirenie elektromagnetickej viny vo vinovode, ako zaciatoéni podmienku staci zadat
profil danej funkcie na zaciatku vlnovodu a na okraj vypoctového okna aplikovat’ bud’ Dirich-
letove, Neumannove, Newtonove, alebo zmieSané okrajové podmienky. Teda nie je nutné po-
znat’ rozlozenie hl'adanej funkcie aj na konci vinovodu, ako je to pri vlnovej rovnici eliptické-
ho typu.
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